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RESUME 

Un entrelacs oriente L dans est un C-bord s'il borde dans la boule 5^ un 
morceau de courbe algebrique. En utilisant la preuve recente de Kronheimer et 
Mrowka de la Conjecture de Thorn, on construit beaucoup de nceuds orientes qui ne 
sont pas concordants a un C-bord. Dans le cas ou est le bord strictement pseudo- 
convexe de B^, en utilisant le polynome a deux variables HOMFLY, on donne une 
obstruction pour un entrelacs a etre un C-bord. 

ABSTRACT 

An oriented knot L in S'^ is a C-boundary if it bounds a piece of algebraic 
curve in the ball 5^. Using Kronheimer and Mrowka's recent proof of the Thorn 
Conjecture, we construct many oriented knots which are not concordant to a C- 
boundary. We use the two-variable HOMFLY polynomial to give an obstruction to 
a knot's being a C-boundary in a strictly pseudoconvex . 
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§ - Introduction. 

Un entrelacs est une reunion finie de cercles disjoints plonges de fagon lisse dans 
la sphere S^. Un nreud est un entrelacs connexe. 

En identifiant avec le bord d'une sphere ronde dans C^,{(2;,a;) e | 
+ |cjp = R^} on pent construire beaucoup d 'entrelacs interessants comme in- 
tersection transverse de avec une courbe algebrique plane, par exemple : les 
entrelacs algebriques des singularites isolees de courbes algebriques planes lorsque 
i? << 1 ([EN], [Le], [Mi]), les entrelacs a I'infini de courbes algebriques planes lorsque 
R >> 1 ([Ne], [NR], [Ri]), mais aussi beaucoup d'autres entrelacs comme les en- 
trelacs admettant une presentation sous forme de tresses fermees quasipositives 

([R2],[R3],[R4],[R5],[R6],[R7],[R8]). 

Ceci conduit a donner la definition suivante : 

0.1. Definition. On dit qu'un entrelacs oriente L dans est un C-bord s'il 
existe une houle lisse C et une courbe algebrique plane eventuellement sin- 
guliere V C qui rencontre transversallement dB^ et telle que les paires (5^, L) 
et {dB^, dB^ n V) soient diffeomorphes par un diffeomorphisme preservant les ori- 
entations ; la paire {dB^^dB^ n V) etant naturellement orientee par I'orientation 
complexe de B^ et de V. 

Dans ([-R4]) le second auteur a montre que I'on peut realiser toute matrice de 
Seifert d'un entrelacs oriente, comme matrice de Seifert d'un entrelacs quasipositif, 
en particulier d'un C-bord. II s'en suit qu'aucun invariant calculable a partir d'une 
matrice de Seifert ne peut dire si un entrelacs oriente est un C-bord, ni meme s'il 
est concordant a un C-bord. 

Le but de cette note est d'utiliser la preuve recente par Krohneiner et Mrowka 
[KMi^2\ (cf. aussi [R12], [R13]) de la conjecture de Thom locale (ou bien, leur preuve 
plus recente - et peut-etre plus simple - de la conjecture de Thom globale ([KM3])) 
pour construire beaucoup de noeuds orientes qui ne sont pas concordants a un noeud 
C-bord. 
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0.2. Remarques. 

1) Dans la definition d'un C-bord, on n'impose pas a la boule lisse C 
d'avoir un bord strictement pseudo-convexe. 

Dans le cas ou le bord de la boule B'^ est strictement pseudo-convexe, on dira 
que I'entrelacs oriente L est un spc-C-bord. C'est le cas de tons les entrelacs C- 
bords connus actuellement, et en particulier des entrelacs algebriques, des entrelacs 
a I'infini des courbes algebriques planes et des entrelacs quasipositifs. 

II est important de noter que I'existence d'invariants, permettant de decider si 
un noeud ou entrelacs oriente est un C-bord, reste un probleme ouvert. Par contre, 
le polynome a 2 variables HOMFLY permet de donner une condition necessaire pour 
qu'un entrelacs oriente soit un spc-C-bord (cf. §3). Cette condition etait connue 
pour les entrelacs quasipositifs [Ry], [Rg], [Rio]- 

2) Lorsque dB"^ est strictement pseudo-convexe, on dit qu'un plongement lisse 
7 d'une famille disjointe de cercles dans OB"^ est polynomialement convexe si son 
enveloppe convexe polynomiale dans est reduite a 7. Avec cette terminologie, 
d'apres Stolzenberg [St], un spc-C-bord est un entrelacs qui admet un plongement 
lisse dans dB^ qui n'est pas polynomialement convexe. Un des buts de cette note 
est done de construire des noeuds dans dB^ pour lesquels tout plongement est 
polynomialement convexe. En general un plongement d'un noeud dans dB^ est 
seulement generiquement polynomialement convexe (cf. [Sch]). 

§ 1 - C-bord et grand genre de Murasugi. 

Le but de ce paragraphe est d'etudier le comportement du grand genre de 
Murasugi (cf. [BW]) des C-bord sous I'operation de somme connexe. 

Nous commengons par rappeler la definition d'une concordance entre deux en- 
trelacs orientes, ainsi que celle du grand genre de Murasugi. 

1.1. Definition. Deux entrelacs orientes Lq et Li sont dits concordants s'il existe 

r 

un plongement lisse $ : \^Sl x [0, 1] ^ S'^ x [0, 1] tel que : 

i=l 

i) ^-\S'x{0})=]lSlx{0} = Lo 

i=l 
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^-HS^x{l})=Y[Slx{l} = L, 

i=l 

ii) le bord oriente de la paire (S^ x [0, 1], /m$) est {S^ x {0}, Lo)U (S^ x {1}, -Li). 

On sait calculer a partir d'une forme de Seifert d'un entrelacs oriente des in- 
variants de concordance, comme la signature. Dans cette note nous utiliserons un 
invariant plus geometrique, mais aussi plus difficile a calculer, qui est le grand genre 
de Murasugi (ou grand genre dans la boule B'^) d'un entrelacs oriente. 

Etant donne un entrelacs oriente L dans vu comme le bord de la boule 5^, il 
existe des surfaces compactes orientees proprement plongees de fagon lisse dans 
et dont le bord oriente est L. Une telle surface est appelee surface de Murasugi 
lisse de I'entrelacs orientee L ([Mu], cf. aussi [BW]). 

Pour une surface a bord E^, on appelle grand genre de E^, et on note G(E^), le 
genre de la surface fermee obtenue en coUant un disque troue le long des composantes 
du bord de E^. On a alors la relation suivante avec la caracteristique d'Euler de 
E^ : x(^^) — f — 2G(E^), ou r est le nombre de composantes connexes de bord de 

E2. 

1.2. Definition. Soit L un entrelacs oriente dans S^, on appelle grand genre de 
Murasugi de L, et on note M{L), le plus petit des grands genres des surfaces de 
Murasugi lisses pour L. (cf. [BW]). 

Clairement, le grand genre de Murasugi d'un entrelacs oriente est un invariant 
de la classe de concordance lisse de cet entrelacs. Dans le cas d'un noeud, il s'agit 
du genre de Murasugi classique (cf. [Mu]). 

Recemment, P. Kronheimer et T. Mrowka ([KMi^2], cf. aussi [KM3]) ont demon- 
tre le result at suivant : 

1.3. Theoreme {\KMi^2])- Soient V une courbe algebrique lisse dans transverse 
au bord d'une boule B^ plongee de fagon lisse dans et L — dB^ nV un C-bord 
dans dB"^. Alors M{L) = G{V nB^). Q 

Une application surprenante de ce resultat est la propriete suivante qui est 
cruciale pour construire des entrelacs qui ne sont pas concordants a des C-bords. 

1.4. Proposition. Soit Lij]L2 la somme connexe de deux entrelacs orientes con- 
cordants a des C-bords. Alors M(Li#L2) > M{Li) + M{L2) - 1. 
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Preuve. Puisque I'operation de somme connexe est compatible avec la relation 
de concordance, il suffit de demontrer la proposition dans le cas oil Li et L2 sont 

ri ri 

des C-bords. Soient Li = \^Ki i et L2 = \^Kj 2 deux C-bords. Soit Li^L2 la 

i=i j=i 

ri r-2 

somme connexe de Li et L2 telle que Li^L2 = (Ki^i^Ki^2) U (^Ki^i U (^Kj^2- 

i=i 3=2 

On pent alors construire un cobordisme lisse dans x [0, 1] entre Li^L2 
dans x {0} et I'entrelacs scinde L1UL2 dans x {1}. Ce cobordisme, proprement 
plonge de fagon lisse dans x [0, 1], est la reunion disjointe d'une surface planaire 
ayant 3 composantes de bord {Ki^i^Ki^2) U Ki^i U Ki^2 et d'anneaux joignant les 
autres composantes de Li^L2 aux composantes correspondantes de Li 11X2. (cf. 
Figure ou ri = r2 = 1). 




Soit une surface lisse proprement plongee dans B'^, de bord Li # L2 et de 
grand genre G(S^) = M{Li^L2)- Alors, la surface borde I'entrelacs ori- 

ente scinde L1UL2 dans B''^ = B^ \^ x [0, 1]. II en decoule immediatement 

dB^=S3x{0} 

I'inegalite : M(Li#L2) = ^(S^) > M{LiUL2) - 1. 

Puisque Li et L2 sont des C-bords, I'entrelacs oriente scinde Li JIL2 est un C- 
bord, bord de la reunion (disjointe) des deux morceaux de courbes algebriques planes 
bordees par Li et L2 dans B^. Le resultat de Kronheimer et Mrowka (Theorem. 1.3) 
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entraine alors que M(Li 11 L2) = M(Li) + M(L2). D'ou Finegalite M(Li#L2) > 
M(Li)+M(L2)-l. Q 

1.5. Remarque : L'inegalite obtenue dans la proposition 1.4 donne une grande 
restriction sur les classes de concordances des C-bords. En general, M{L) — 1 est 
loin d'etre suradditif par somme connexe. Un exemple frappant (qui sera exploite 
dans la construction des noeuds non concordants a un C-bord) est le fait que pour 
un noeud quelconque M{K^K*) = 0, 011 K* est obtenu en prenant I'image de 
K dans un miroir et en renversant son orientation (cf. 2.1). En particulier, on a le 
corollaire immediat de la proposition 1.4. 

1.6. Corollaire. Soit K un C-bord, alors K est soit nul concordant, soit d'ordre 
infini dans le groupe de concordance lisse des noeuds orientes de S^. 

Preuve. Soit K un C-bord. Si K est d'ordre fini p dans le groupe de concor- 
dance lisse des noeuds orientes de S^, alors = M{K^K^ • • • jj^K) > pM{K) — {p — 
1); d'ou M{K) = et X est nul concordant. [] 

1.7. Remarque. Dans [R12], le second auteur montre que les doubles iteres non 
tordus positifs, d'une tresse positive sont des noeuds fortement quasipositifs, en par- 
ticulier des C-bords. De meme les noeuds de bretzel K{p, q, r) tels que p, q, r sont 
premiers, differents de ±1 et verifient qr+rp+pq — —1, sont des C-bords, (cf. [Ri2])- 
Ces noeuds ont la propriete d'avoir un polynome d'Alexander trivial et done, d'apres 
M. Preedman [F], sont topologiquement nul concordants, c'est-a-dire bordent dans 

un disque topologique localement plat, proprement plonge. 

Dans [Ri2][Ri3], le second auteur montre que ces noeuds ne sont pas nul con- 
cordants de fagon lisse. II decoule du Corollaire 1.6. que tous ces noeuds sont en fait 
d'ordre infini dans le groupe de concordance lisse. 

En fait, il existe un homomorpliisme naturel du groupe de concordance lisse 
^Diff dans le groupe de concordance topologique localement plate /Crop, dont le 
noyau contient des elements d'ordre infini (cf.[CG], [Go]). Le Corollaire 1.6 per- 
met ainsi d'exhiber beaucoup d 'elements d'ordre infini dans ce noyau. La question 
suivante est a notre connaissance toujours ouverte (cf.[CG], [Go]). 

Question 1. Le noyau de I'homomorphisme naturel h : K-oiff ^Top 
contient-il un sous-groupe abelien de rang infini ? 

Cette question est liee a la question suivante : 
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Question 2. Deux nceuds K et K' , fortement quasipositifs et qui sont concor- 
dants dans la categoric lisse, sont-ils equivalents (i.e. existe-t-il un diffeomorphisme 
preservant 1' orientation de et envoy ant K sur K')? 

1.8. Remarque. Une reponse positive a la question 2 implique une reponse positive 
a la question 1. 

Rappelons qu'un noeud ou entrelacs oriente L est dit fortement quasipositif 
s'il est le bord d'une surface de Seifert dans obtenue comme surface tressee (ou 
de Markov) a partir d'une presentation en tresse fermee quasipositive de L (cf. 

[R3],[R6],[R8],[Rll]). 

Une reponse positive a la question 2 implique que le noyau de Fhomomorphisme 
h : K-Diff ^Top contient le sous-groupe abelien de rang infini engendre par 
tous les noeuds fortement quasipositifs de polynome d'Alexander trivial. En effet, 
d'apres le Corollaire 1.6 tous ces noeuds sont d'ordre infini dans fC^iff (cf. aussi 
[R12], [Ris])- lis sont de plus lineairement independants puisque la somme connexe 
de deux noeuds fortement quasipositifs est un noeud fortement quasipositif. D'autre 
part cette famille de noeuds est infini car elle contient tous les doubles positifs non 
tordus des noeuds toriques Tp^q (cf [Ri2])- 

Pour un entrelacs L fortement quasipositif, on sait que son miroire L* n'est 
jamais quasipositif. Dans le cas des C-bords on a : 

1.9. Corollaire. Soit L un C-bord dans S^. Si le miroire L* de L est un C-bord, 
alors L est un entrelacs nul concordant, c'est-d-dire M{L) = 0. 

Preuve. Si L et L* sont des C-bords, alors : 
= M{L#L*) > M{L) + M{L*) - 1 = 2M(L) - 1; d'ou M{L) = 0. Q 

§ 2 - Noeuds non concordants a un noeud C-bord. 

Dans cette section nous ne considerons que des noeuds orientes. 

2.1. Definition. Soit K un noeud oriente dans S^, on note K* le noeud oriente 
dans obtenu en prenant I'image de K par un diffeomorphisme de renversant 
I'orientation de et en renversant son orientation. 

On rappelle I'operation de somme connexe par bande de deux noeuds orientes 
et K2. 
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2.2. Definition. Soient Ki et K2 deux nceuds orientes plonges dans de fagon 
qu 'il existe une sphere qui les separe. Soient I'intervalle I — [0, 1] etb : Ixl ^ 
un plongement lisse tel que h~^{Ki) — {0} x [0,1], h~^{K2) = {1} x [0,1] et les 
orientations sur Ki et K2 sont compatibles avec I'orientation de I x I. On appelle 
somme connexe par bande b de Ki et K2, le nceud oriente 

Ki#^,K2 = {Ki \IK2- b(b-\Ki U K2)) } U 6(7 X I}. 

Dans le cas ou I'image de la bande Imb rencontre la sphere 5^ qui separe Ki de 
K2 uniquement le long d'un arc de la forme 6(* x /), on obtient la somme connexe 
usuelle Ki^K2 de Ki et K2. Quelle que soit la bande 6, le noeud oriente Ki^ijK2 
est concordant a Ki#i^2- Mais, en general Ki^i,K2 est un noeud premier. 

Nous pouvons maintenant enoncer : 

2.3. Theoreme. Soit K un noeud oriente quelconque dans S^. Soit J un noeud 
oriente concordant a, un C-bord, et tel que M{J) > M{K). Alors aucune somme 
connexe par bande K^f^J* n'est concordante a un C-bord. 

Preuve. Puisque K^i,J* est concordant a K^J* , il suffit de demontrer le 
theoreme pour K^J*. Supposons que K^J* est concordant a un C-bord. Alors, 
puisque J est concordant a un C-bord, la proposition 1.4 entraine I'inegalite : 
M{{Ki^J*)i^j) > M{Ki^r) + M{J) - 1. 

D'autre part, comme la somme connexe est associative, (K^J*)^J = 
Kit-[J*^J). Or J*#J est nul concordant, d'ou Ki^{J*4t^J) est concordant a K 
et M{{K#J*)#J) = M{K). 

On obtient done M{K) > M{J) + M{Ki^J*) - 1, ce qui contredit I'hypothese, 
puisque M{Ki^J*) > 1 et M(J) > M{K). Q 

La construction donnee par le Theoreme 2.3 permet de montrer : 

2.4. Corollaire. // existe des nceuds orientes, premiers, d'ordre infini dans le 
groupe de concordance lisse tels que ni K, ni K* ne sont concordants a un C-bord. 

Preuve. Soient Ki et K2 deux C-bords tels que M{Ki) = M{K2) et 
M(Ki#K|) > 2. D'apres [KL] il existe un noeud K premier concordant a Ki^j^K^. 
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La demonstration du Theoreme 2.3 montre que K n'est pas concordant a un C-bord. 
De meme, puisque K* est concordant a K^^K2, la demonstration du Theoreme 2.3 
implique que K* n'est pas concordant a un C-bord. [] 

Nous aliens construire d'autres exemples de noeuds non concordants a un C- 
bord par la methode de satellisation. 

Soit K un noeud oriente dans et J un noeud oriente dans un tore solide 
standard, non noue et plonge dans S^. On peut aussi considerer J comme un noeud 
oriente dans S^. Soit N(K) un voisinage tubulaire de K et f : V —> N(K) un 
diffeomorphisme preservant I'orientation et qui envoie la longitude standard de V 
sur celle du noeud K. On note alors K{J) le noeud oriente dans obtenu comme 
I'image /(J) de J par / dans N(K) c S^. 

On appelle ordre de J dans V, le nombre minimal t de points d' intersection de J 
avec un disque meridien de V. On appelle nombre de tours de J dans F, le nombre uj 
d 'intersection algebrique de J avec un disque meridien de V. On dit alors que K{J) 
est obtenu par satellisation de J le long de K avec ordre t et nombre de tours u. 

On obtient la condition necessaire suivante pour qu'un noeud obtenu par satel- 
lisation ne soit pas concordant a un C-bord : 

2.5. Theoreme. Soit K un noeud oriente dans . Soit J un noeud oriente dans un 
tore solide non noue standard V , d' ordre t et de nornbre de tours lo. On suppose que 
J* en tant que noeud dans est concordant d un C-bord et que Von a Vinegalite 
M{J) > \u\M{K) + i(i — |a;|) + 1. Alors le noeud oriente K{J), obtenu par satelli- 
sation de J le long de K avec ordre t et nombre de tours lo, n'est pas concordant a 
un C-bord. 

Preuve. Supposons que K(^J) est concordant a un C-bord. Puisque J* 
est concordant a un C-bord, la proposition 1.4 implique que M(K(J)#J*) > 
M(K{J)) + M{J*) - 1. D'autre part, on peut effectuer la somme connexe avec 
J* dans une petite boule contenue dans le voisinage tubulaire N{K) de d'oii 
K[J) est equivalent a un noeud obtenu en satelisant J#J* autour de K avec un 
ordre t et un nombre de tours u;, que Ton notera K(J#J*). 

D'apres [Sh], puisque J#J* est nul concordant, on a I'inegalite M[K{J^J*)) 
< \uj\M(K)+l{t-\u\).B'ouVineg&liteM{K{J))+M(J*) < \uj\M(K)+^(t-\uj\)+l, 
qui contredit I'hypothese puisque M{J*) = M{J) et M{K{J)) > 0. \\ 
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Nous aliens appliquer le Theoreme 2.5 a des satellisations particulieres. 

Rappelons que pour p G Z et g > 2, le (p, g)— cable d'un noeud oriente K est le 
noeud K{p, q) obtenu par satellisation du noeud torique r(p, q) autour du noeud K 
avec ordre et nombre de tours t = \u>\ = q > 2. De plus, T*{p, q) = T{—p, q). 

2.6. CoroUaire. Soient K un noeud oriente quelconque dans S^, p et q deux entiers 
> 2 tels que (p - l){q - 1) > 2qM{K) + 1. Alors le {-p,q)-cahle, K{-p,q), de K 
n'est jamais concordant a un C-bord. En particulier il existe des noeuds toriques 
iteres qui ne sont pas concordants a un C-bord. 

Preuve. D'apres [KMi^2], (cf. Theorem. 1.3), M{T^p^q^) = i(p - l){q - 1). 
Comme t = \uj\ = q, la condition (p — l){q — I) > 2qM{K) + 1 equivaut a celle du 
Theoreme 2.5. [] 

Nous allons maintenant considerer le cas des noeuds doubles. Rappelons que le 
double (au sens de Whitehead [Wh]), D{Kp,s), d'un noeud K, correspond au noeud 
satellite K{Wp^s): ou le noeud Wp^^ dans le tore solide standard V correspond au 
bord d'un disque avec un clasp de signe e = + ou — et admettant p tours complets 
comme sur la figure. 




D'apres [Rs], le noeud oriente Wp^e est quasipositif, done un C-bord, lorsque 
e = + et p < 0. De plus le second auteur a montre [R^] que pour tout noeud oriente 
K, il existe un entier q{K) tel que pour tout entier p < q{K), le noeud oriente 
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D{K;p;+) est quasipositif {q(K) est le module de quasipositivite de K, ou bien 
Finvariant de Thurston Bennequin TB(K),cf.[Ri3]) . 

Dans le cas des doubles negatifs D(K;p,—) nous avons : 

2.7. Corollaire. Le double negatif D{K; p, —) d'un noeud oriente nul concordant 
K, avec p > tours, n'est jamais concordant a un C-bord. 

Preuve. Le noeud oriente Wp^ —p > est un noeud qui a pour signature 
a{oL!p^-) — —2. II n'est done pas nul concordant. Comme D(K; p, — ) et Wp,_ ont les 
memes invariants d' Alexander, il en decoule que D{K; p, — ) n'est pas nul concordant, 
et done M[D{K;p,-)) = 1. 

Si on suppose que D{K\ p,—) est concordant a un C-bord pour p > 0, la 
preuve du Theoreme 2.4 montre que : M(D(i^; p, _) > M{D{K;p,-)) + 
M{Wl_) - 1 car W*_ = W-p,+ est un C-bord [R5]. 

Comme W^p,- n'est pas nul concordant, M(Wp^-) = M(W*_) = 1. D'oii 
M(D(i^;p,_)#W^*_)>l. 

D'un autre cote D{K; p^_)^W* _ est obtenu par satellisation d'ordre 2 et de 
nombre de tours du noeud Wp-ijW*_ le long du noeud nul concordant K. 

II decoule de [Sh] que : M[D{K] p, — _) = 0, ce qui donne la contradic- 
tion. [] 

§ 3 - Une obstruction a etre un spc-C-bord. 

Pour I'instant, tous les entrelacs C-bords connus verifient en fait une condition 
plus restrictive qui en fait des spc-C-bords. 

3.1. Definition. On dit qu'un entrelacs oriente L est un spc-C-bord s'il est obtenu 
comme intersection transverse d'une courbe algebrique plane dans C^ et du bord 
strictement pseudo-convexe d'une boule lisse C C^. 

Bien qu'on ne connaisse aucun exemple explicite, il serait etonnant que tout 
C-bord soit un spc-C-bord. On ne connait aucune obstruction numerique pour 
un entrelacs oriente a etre un C-bord. Par contre, la condition de stricte pseudo- 
convexite du bord de la boule dans la construction des spc-C-bords permet 
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d'etendre au cas des spc-C-bords une obstruction deja connue pour les entrelacs 
quasipositifs (cf. [Rg]). Ce resultat conforte en particulier la conjecture suivante du 
second auteur : 

Conjecture. Un entrelacs oriente qui est un spc-C-bord admet une presentation 
sous forme de tresse fermee quasipositive. 

Dans ce paragraphe on demontre cette conjecture pour certains entrelacs ar- 
borescents alternes, et en particulier pour les entrelacs a 2 ponts. 

L'obstruction a etre un spc-C-bord utilise le polynome a 2 variables d'un en- 
trelacs oriente (HOMFLY), nous commengons par rappeler sa definition en utilisant 
pour les variables les notations de [Mo] (cf . [Rg] [Rio] ) • 

Soit L un entrelacs oriente dans S^. On note Pl{v, z) G C[f le polynome 

de Laurent a 2 variables (ou polynome HOMFLY) associe a I'entrelacs L et defini 
recursivement par : 




et Lq sont trois entrelacs dont les projections sont identiques, excepte en un 
seul croisement comme indique sur la Figure. 

Pq{v,z) = 1, si est le noeud trivial 

Pl+{v,z) = vzPlo{v,z) +v^Pl_{v,z). 

En considerant Pl{v, z) comme un polynome de Laurent env h coefficients dans 
C[z^% on obtient : Pl{v,z) = ^fLM^)v\ g,{z) G C[z^^]. 

On definit alors OrdyPL = d, la valuation en v de Pl- Le Theoreme suivant 
permet de relier OrdyP^ et le grand genre de Murasugi M{L), lorsque L est un 
sj?c-C-bord. 
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3.2. Theoreme [BR]. Soit L un entrelacs oriente dans ayant r composantes 
connexes. Si L est un spc-C-bord, alors OrdyPi, > 1 — r + 2M(L). 

Preuve. Soit L = dB'^nV un spc-C-bord, oil V C est une courbe algebrique 
transverse au bord strictement pseudo-convexe de la boule B'^ C C^. 

On pent toujour supposer, aprees une petite perturbations, que V est lisse. 
Puisque est a bord strictement pseudo-convexe, la structure complexe de 
induit sur dB"^ la structure de contacte canonique [El]. Par construction, L est 
un entrelacs transverse a cette structure de contact. On obtient ainsi (apres une 
isotopie transverse [Be, Thm 10]) une presentation en tresse fermee (3 de L qui 
verifie la relation (cf. [La], [Be], [Sch]) : e0) - n0) = -xiV n S^), ou e0) 
est la longueur algebrique de la tresse (3 et n{(3) son nombre de brins. D'apres 
Krohneimer-Mrowka [KMi^2] (cf. Theoreme 1.3) ^ -S^) ^st la plus grande des 
caracteristiques d'Euler des surfaces lisses proprement plongees dans B'^ et de bord 
L. D'ou, xiV n 5^) - EyUi = r - 2M(L). 

D'apres I'inegalite de Frank- Williams [FW] et Morton [Mo], OrdyPL > e0) - 
n(/5) + 1, pour toute presentation en tresse fermee (3 de L. On en deduit alors 
I'inegalite cherchee. [] 

Le Corollaire suivant est immediat : 

3.3. Corollaire. Soit L un entrelacs orientee dans S^ ayant r composantes de 
bord. Si L est un spc-C-bord, alors OrdyPz, > 1 — r. [] 

Dans le cas d'un nosud K, si (t{K) designe la signature de d'apres K. Mura- 
sugi [Mu], on a \a{K)\< 2M{K). D'ou, on obtient : 

3.4. Corollaire. Soit K un nceud oriente dans S^ . Si K est un spc-C-bord, alors 
Ord-v Pk >\cr(K)\. Q 

Nous appliquons maintenant la Proposition 3.2 a une famille d 'entrelacs orientes 
arborescents alternes qui contient en particulier les entrelacs a 2 ponts. 

Rappelons d'abord I'operation de plombage. Dans ce qui suit on note A(0; n) 
la surface de Seifert formee par une bande orientee d'ame non nouee et tordue par 
2n demi-tours positifs si n > et negatifs si n < 0. Le bord de la bande porte 
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rorientation induite par celle de la bande. Par exemple, ^4(0, —1) designe la bande 
de Hopf dont le bord est I'entrelacs algebrique de Hopf. 

Etant donne une surface de Seifert F C orientee et a C -F un arc proprement 
plonge (i.e. aCiF = da), on note F*A{0; n) la surface orientee obtenue par plombage 
de la bande ^4(0; n) sur F le long de Tare a, par la construction suivante : 

Soit C une boule telle que F C et F Ci = N{a), un voisinage 
regulier de a dans F. On recole alors la bande ^4(0; n) a la surface F le long de N{a) 
de telle sorte que : 

i) A{0;n) CS^-B^ 

ii) A{0;n)ndB^ = N{a) 

iii) dA(0; n) n dB^ = dN{a) - OF 

iv) chaque composante connexe de dF n N{a) est un arc essentiel dans ^4(0; n). 

Etant donne un arbre planaire pondere par des poids pairs, on pent lui associer 
une surface de Seifert orientee bien definie, a isotopie pres, dans et obtenue par 
plombage successifs de bandes tor dues A{0;n), n G Z, comme suit : 

- a chaque sommet pondere e de poids 2n(e), on associe une bande tordue 
A(0;n(e)). 

- a chaque arete correspond une operation de plombage des deux bandes tordues, 
associees aux sommets de I'arete, le long d'un arc essentiel sur chacune des bandes 
(cf. Figure). 




Etant donne un arbre planaire pondere T, on considere la famille Ti, • • • ,Tfc 
des sous-arbres de T obtenus en supprimant toutes les aretes de T qui joignent 
deux sommets ayant des poids de signes opposes. Tons les sommets de chacun 
des arbres T^, i = I, - ■ ■ ,k, ont des poids de meme signe. On appelle {Ti, • • • , Tfc} 
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une decomposition uniforme de T. On pent alors toujours supposer que les arbres 
Tj, i = 1, • • • , s, ont tons des sommets de poids positifs, tandis que ceux des arbres 
Tj, j = s + 1, • • • , fc, sont negatifs. 

On dit qu'un arbre planaire T, pondere par des poids pairs, est fortement 
excessif s'il existe une decomposition uniforme {Ti, • • • , T^) de T telle que les poids 
2n(e) de chaque arbre T^, i = 1, • • • , fc, verifient : 

a) n{e) ^ pour chaque sommet e ^ Ti 

b) \n{e)\ > v{e) — 1 oil v{e) est la valence du sommet e dans Tj. 

Par exemple tout arbre lineaire, pondere par des poids pairs et non nuls, est 
fortement excessif. 

3.5. Definition. On appelle entrelac arborescent pair, fortement excessif, I'entre- 
lacs orients qui est le bord de la surface de .Seifert orientee, obtenue par plombages 
successifs de bandes tordues, suivant un arbre planaire pondere par des poids pairs 
et fortement excessif. (cf. [MP, chap. HI]). 

Par exemple, tout entrelacs oriente a 2 ponts est un entrelacs arborescent pair 
fortement excessif. En particulier tout entrelacs arborescent pair et fortement ex- 
cessif est alter ne (cf. [MP, chap. III]). 

Pour cette famille d'entrelacs orientes, on a une caracterisation des spc-C-bord. 

3.6. Proposition. Un entrelacs arborescent pair et fortement excessif est un spc- 
C-bord si et seulement si tous les poids de I'arbre pondere associe sont strictement 
negatifs. 

Preuve. D'apres [Rs], un entrelacs arborescent pair L est fortement quasipositif 
si et seulement si tous les poids de I'arbre pondere associe sont strictement negatifs. 
En particulier un tel entrelacs oriente est un s^>c-C-bord. 

Supposons que L est un entrelacs oriente arborescent pair et fortement excessif, 
associe a un arbre pondere T. D'apres [MP, chap. Ill, 12,21] on a : Ord^Ph = 
p + q — 2 rii — 2s, oil p est le nombre de sommets de T de poids negatifs, q celui 

ni>0 

des sommets de poids positifs, 2ni > sont les poids positifs de T et s est le nombre 
de sous-arbres de la decomposition uniforme de T dont les sommets portent des 
poids positifs. 
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D'autre part, puisque L est un entrelacs arborescent pair, on a d'apres [Rg] : 



Si L est un s^^c-C-bord, il decoule de la Proposition 3.2 que : OrdyPL > p — q- 
On en deduit alors I'inegalite : 2q — 2 rii — 2s > 0. 

n,>0 

Puisque I'arbre T est fortement excessif, pour chaque sommet de poids positifs > 
1, d'ou 2q — 2y rzj < 0. II en resulte qu'en fait s = 0, et que tous les poids de I'arbre 



On obtient en particulier comme corollaire : 

3.7. Corollaire. Un entrelacs arborescent pair fortement excessif (en particulier 
un entrelacs oriente a 2 ponts) est un spc-C-bord si et seulement s'il est fortement 
quasipositif. 
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